Розв’язання та деякі зауваження до членів журі. 


6  клас

Загальні зауваження для журі 6 класу. Кожна задача оцінюється у 7 балів. 
1.  Місце для купання в морі обмежують буйки, розташовані по прямій так, що відстань між будь-якими сусідніми буйками однакова і дорівнює 12 м. Знайти відстань між третім та сьомим буйками.
Вказівки до розв’язання.

Всього між буйками з номерами 3 і 7 будуть знаходитись 3 буйки з номерами 4, 5, 6.  Тому проміжків 4, і відстань дорівнюватиме 
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2. Знайдіть усі натуральні числа 
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, що не перевищують 30, такі, що 
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. Відповідь поясніть. 
Вказівки до розв’язання.

З умови випливає, що це число не ділиться одночасно на 2, 3, 5. Тоді ці числа 

 – 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29
3. Кожен учень деякого класу вивчає або англійську, або німецьку мови. Усього в класі 25  учнів, англійську вивчають 21, німецьку 10. Відомо, що п’ята частина  тих учнів школи, які одночасно вивчають англійську та німецьку складають саме учні цього класу. Скільки учнів у школі вивчають англійську та  німецьку мови?
Вказівки до розв’язання.

Нехай 
[image: image4.wmf]k

 – кількість учнів з класу які вивчають 2 мови. Тоді

25=21+10-
[image: image5.wmf]k


Отже, 
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Тоді учнів, які вивчають 2 мови 
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4. Знайдіть усі способи подати число 34 у вигляді двох натуральних доданків, добуток яких дорівнює 93. 
Вказівки до розв’язання.

Можливі розклади на прості множники : 
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. Очевидно, 
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, другий розклад не задовольняє умові.
5. Михайлик та Тарасик грають у дивну гру. На кожному кроці від числа, яке раніше утворилося в результаті гри віднімається один з його дільників. Програє той, після ходу якого утвориться число 0. Гру починає Михайлик з числа 2012. Хто з гравців може грати так, щоби не зважаючи на те, як ходить другий гравець завжди вигравати?
Вказівки до розв’язання.


Михайлик має виграшну стратегію. Він готує для Тарасика завжди непарне число. Тарасик може зробити Михайлику лише парне (з непарного, бо дільники у нього непарні). Отже, так як 0 – парне, саме Тарасик зробить останній хід.

7 клас

Кожна задача оцінюється у 7 балів. 
1. Кожен учень деякого класу вивчає або англійську, або німецьку мови. Усього в класі 25  учнів, англійську вивчають 21, німецьку 10. Відомо, що 15%  тих учнів школи, які одночасно вивчають англійську та німецьку складають саме учні цього класу. Скільки учнів у школі вивчають англійську та  німецьку мови?
Вказівки до розв’язання.

Нехай 
[image: image11.wmf]k

 – кількість учнів з класу які вивчають 2 мови. Тоді

25=21+10-
[image: image12.wmf]k


Отже, 
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=

k


Тоді учнів, що вивчають дві мови : 
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2. Середнє арифметичне деяких 10 чисел дорівнює 14. Якщо чотири з них видалити з даного набору, то середнє арифметичне тих чисел, що залишаться дорівнює 11. Чому дорівнює середнє арифметичне видалених чисел?
Вказівки до розв’язання.

Нехай з набору 
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Отже,  
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3. В координатній площині задано точки 
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. Знайти площу трикутника
[image: image22.wmf]ABC

.
Вказівки до розв’язання.


У координатній площині будуємо прямокутник 
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. Тут : 
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. Площа цього прямокутника дорівнює
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. Площа трикутника 
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дорівнює половині площі прямокутника 
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(тут 
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. Аналогічно обчислюємо площі трикутників 
[image: image32.wmf]BFC

 та 
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. Вони дорівнюють відповідно 3 та 7,5. Тоді шукана площа дорівнює 
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4. Михайлик та Тарасик грають у дивну гру. На кожному кроці від числа, яке раніше утворилося в результаті гри віднімається один з його дільників. Програє той, після ходу якого утвориться число 0. Гру починає Михайлик з числа 2012. Хто з гравців може грати так, щоби не зважаючи на те, як ходить другий гравець завжди вигравати?
Вказівки до розв’язання.


Михайлик має виграшну стратегію. Він готує для Тарасика завжди непарне число. Тарасик може зробити Михайлику лише парне (з непарного, бо дільники у нього непарні). Отже, так як 0 – парне, саме Тарасик зробить останній хід.

5. 20 % родин міста Х, які мають кішок (хоча б одну кішку), також мають і собак (хоча б одного собаку). 25% родин цього міста, що мають собак, також мають і кішок. 20% не мають ані кішок, ані собак. Знайти відсоток мешканців міста, що мають, як кішок,  так і собак. Відповідь обґрунтуйте.

Вказівки до розв’язання.

           Нехай 
[image: image35.wmf]X

- відсоток родин, що мають одночасно як кішок, так і собак. Тоді 
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 мають собак. Усього кішок та собак мають 
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, що складає за умовою 80%. Отже, 
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8 клас

 Кожна задача оцінюється у 7 балів.
1. На сторонах 
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правильного трикутника 
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зі стороною 3 см позначили точки 
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відповідно, так, що 
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. Доведіть, що трикутник 
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 правильний.
Вказівки до розв’язання.
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 рівні за 2 сторонами і кутом між ними. Отже тоді 
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, а це і означає, що трикутник правильний.
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2. При яких цілих  
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 значення виразу 
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Вказівки до розв’язання.

Очевидно, що 
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. Число буде цілим, коли 
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 ціле. Це буде при 
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. Підставляючи ці значення отримаємо що число натуральне при 
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3. 20 % родин міста Х, які мають кішок (хоча б одну кішку), також мають і собак (хоча б одного собаку). 25% родин цього міста, що мають собак, також мають і кішок. 20% не мають ані кішок, ані собак. Знайти відсоток мешканців міста, що мають, як кішок,  так і собак. Відповідь обґрунтуйте.
Вказівки до розв’язання.


Нехай 
[image: image56.wmf]X

- відсоток родин, що мають одночасно як кішок, так і собак. Тоді 
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4. Доведіть, що кількість 2013-цифрових чисел, складених з цифр 1, 2, 3, 5 – парна.

Вказівки до розв’язання.


Множину таких чисел можна розбити на пари наступним чином. Для кожної цифри визначаємо її антипод : 1 – 2, 2 – 1, 3 – 4, 4 – 3. Для числа 
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5. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори, причому кожен колір використовується. Чи обов’язково знайдеться пряма, що містить точки принаймні трьох різних кольорів? 

Вказівки до розв’язання.


Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів : A, B, C, D. Розглянемо випадок, коли AB не паралельна CD. Тоді нехай точка X – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або A або B.  Припустимо X має колір точки A. Але тоді три різних кольори будуть на прямій CD.


Нехай тепер AB паралельна CD. Якщо BC не паралельна DA, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо BC паралельна DA, то ABCD – паралелограм. Його діагоналі AC і BD перетинаються у деякій точці X. Знову повторюємо попередні міркування. 
9  клас 
Кожна задача оцінюється у 7 балів.
1. Знайдіть кількість цілих розв’язків системи нерівностей 
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Вказівки до розв’язання.

Маємо ланцюжок рівносильних систем:
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Цілими розв’язками системи будуть 
[image: image68.wmf].
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 Усього цілих розв’язків 6.  
2. У рівнобедрений трикутник вписано коло, центр якого віддалений від вершини трикутника на 51 см, а точка дотику ділить бічну сторону на відрізки, довжини яких відносяться як 8:9, рахуючи від вершини кута при основі. Знайдіть площу цього трикутника.

Вказівки до розв’язання.

Позначимо заданий як 
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, де 
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 - висота. 
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- центр вписаного кола, 
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 - точка дотику кола до сторони 
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. За властивістю відрізків дотичних 
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- бісектриса трикутника 
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. За властивістю бісектриси 
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[image: image83.wmf](

)

(

)

2

2

2

75

8

17

=

-

x

x

. Маємо 
[image: image84.wmf]5

=

x

. 
 Тоді  
[image: image85.wmf]3000

40

75

2

1

=

×

=

×

=

×

=

CE

BE

AC

BE

S

 квадратних сантиметрів.
3. Два простих числа , які відрізняються на 2 називаємо простими числами-близнюками. (наприклад, 17 та 19). Знайдіть усі трійки послідовних простих чисел 
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Вказівки до розв’язання.


Очевидно, що 
[image: image89.wmf](
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 - така трійка. Доведемо, що інших не існує.  Нехай 
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 така трійка, де перше число більше за 3. Тоді це число не ділиться на 3. Розглянемо випадок, коли воно дає залишок 1 при діленні на 3. Тоді 
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 - натуральне число). Але 
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. Тоді друге число – складене. Якщо маємо залишок 2, то 
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 - третє число не буде простим.
4. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори, причому кожен колір використовується. Чи обов’язково знайдеться пряма, що містить точки принаймні трьох різних кольорів? 

Вказівки до розв’язання.


Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів : A, B, C, D. Розглянемо випадок, коли AB не паралельна CD. Тоді нехай точка X – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або A або B.  Припустимо X має колір точки A. Але тоді три різних кольори будуть на прямій CD.


Нехай тепер AB паралельна CD. Якщо BC не паралельна DA, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо BC паралельна DA, то ABCD – паралелограм. Його діагоналі AC і BD перетинаються у деякій точці X. Знову повторюємо попередні міркування. 

5. Чотири відрізки з довжинами 
[image: image96.wmf]d
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 такі, що з будь-яких трьох з них можна скласти трикутник. Довести, що з відрізків 
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  і 
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  також можна скласти трикутник.

Вказівки до розв’язання.

Достатньо довести, що один з цих відрізків менше за суму двох інших. Дві інші нерівності доводяться аналогічно. Доведемо, що 
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З умови маємо : 
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Тоді: 
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Додаючи ці нерівності, маємо : 
[image: image109.wmf](
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Залишається поділити обидві частини нерівності на 2. 

10 клас

Загальні зауваження для журі 6 класу. Кожна задача оцінюється у 7 балів.
1.У рівнобедрений трикутник вписано коло, центр якого віддалений від вершини трикутника на 51 см, а точка дотику ділить бічну сторону на відрізки, довжини яких відносяться як 8:9, рахуючи від вершини кута при основі. Знайдіть площу цього трикутника.

Вказівки до розв’язання.

Позначимо заданий як 
[image: image110.wmf]ABC

, де 
[image: image111.wmf]B

- його вершина. 
[image: image112.wmf]BE

 - висота. 
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- центр вписаного кола, 
[image: image114.wmf]D

 - точка дотику кола до сторони 
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. За властивістю відрізків дотичних 
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- бісектриса трикутника 
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. За властивістю бісектриси 
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 Тоді  
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 квадратних сантиметрів.

2. Функцію 
[image: image127.wmf](
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 здано як суму нескінченно спадної геометричної прогресії: 
[image: image128.wmf](
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, де 
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. А) Знайдіть значення 
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. Б) Побудуйте графік функції 
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Вказівки до розв’язання.
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[image: image133.wmf](
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Побудова графіка очевидна. Необхідно звернути увагу на те що область визначення функції – це 
[image: image134.wmf](
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3. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори, причому кожен колір використовується. Чи обов’язково знайдеться пряма, що містить точки принаймні трьох різних кольорів? 

Вказівки до розв’язання.


Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів : A, B, C, D. Розглянемо випадок, коли AB не паралельна CD. Тоді нехай точка X – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або A або B.  Припустимо X має колір точки A. Але тоді три різних кольори будуть на прямій CD.


Нехай тепер AB паралельна CD. Якщо BC не паралельна DA, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо BC паралельна DA, то ABCD – паралелограм. Його діагоналі AC і BD перетинаються у деякій точці X. Знову повторюємо попередні міркування. 

4. Чотири відрізки з довжинами 
[image: image135.wmf]d
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 такі, що з будь-яких трьох з них можна скласти трикутник. Довести, що з відрізків 
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  і 
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  також можна скласти трикутник.

Вказівки до розв’язання.

Достатньо довести, що один з цих відрізків менше за суму двох інших. Дві інші нерівності доводяться аналогічно. Доведемо, що 
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З умови маємо : 
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Тоді: 
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Додаючи ці нерівності, маємо : 
[image: image148.wmf](
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Залишається поділити обидві частини нерівності на 2. 

5. У Кіри та Андрія разом 2012 цукерок. Кожну хвилину одночасно Андрій віддає Кірі половину кількості своїх цукерок, а Кіра – усі свої цукерки. Якщо в Андрія стає непарна кількість цукерок, то процес припиняється. Доведіть, що такий процес не може продовжуватися нескінченно довго.
Вказівки до розв’язання.

Нехай 
[image: image149.wmf]0
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 і 
[image: image150.wmf]0
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 початкова кількість цукерок у Андрія і Кіри відповідно. Тоді на 
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По індукції отримаємо :
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Так як 
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 ціле число, то процес може тривати нескінченно лише при 
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. Але 2012 не ділиться на 3. Отже, процес зупиниться.  

11 клас

1. З точки 
[image: image161.wmf]A

, віддаленої від площини 
[image: image162.wmf]g

 на відстань 
[image: image163.wmf]d

, проведені до цієї площини похилі 
[image: image164.wmf]AB

 і 
[image: image165.wmf]AC

 під кутом 
[image: image166.wmf]o
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до площини. Їх проекції на площину 
[image: image167.wmf]g

 утворюють кут в 
[image: image168.wmf]o
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. Знайдіть 
[image: image169.wmf]BC

.
Вказівки до розв’язання.

Нехай 
[image: image170.wmf]D

- проекція точки 
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на площину 
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За теоремою косинусів 
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2. При яких значеннях параметра 
[image: image175.wmf]a

 проміжок 
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 містить не менше трьох коренів рівняння 
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Вказівки до розв’язання.


З очевидної сукупності
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Маємо 
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Випишемо послідовно корені, що більше за 0: 
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 . Очевидно, що три корені будуть міститися для 
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3. Відомо, що для деякої функції 
[image: image183.wmf](
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 виконується рівність: 
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 для усіх дійсних 
[image: image185.wmf]x

. А) Доведіть, що ця функція періодична з періодом 4. Б) Наведіть приклад такої функції. 
Вказівки до розв’язання.

З умови випливає, що наша функція визначена на усій числовій прямій, далі 
[image: image186.wmf](
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Отже 
[image: image187.wmf](
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 періодична з періодом 4.  Наведемо приклад такої функції.
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[image: image189.wmf]Z

k

Î

.

Залишилося перевірити, що якщо 
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. Це легко перевіряється з рівностей 
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4. Довести, що на заданій сфері можна виділити нескінчену множину точок, таку, що для будь-якої четвірки точок  
[image: image196.wmf]D
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 з цієї множини відрізки 
[image: image197.wmf]AB

 і 
[image: image198.wmf]CD

 не перетинаються. (Сфера – множина усіх точок простору, віддалених від заданої точки на задану відстань).

Вказівки до розв’язання.


Оберемо три довільні точки на сфері. Позначимо множину цих точок 
[image: image199.wmf]0

A

. Далі будемо індуктивно будувати множини 
[image: image200.wmf]n
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, що містять 
[image: image201.wmf]1
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 точку на сфері та задовольняють умові задачі. Нехай 
[image: image202.wmf]k
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 вже побудовано. Покажемо як побудувати 
[image: image203.wmf]1
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. Розглянемо усі можливі площини, що проходять через трійки точок множини 
[image: image204.wmf]k
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. Їх скінченна кількість. Кожна з цих площин перетинає сферу по деякому колу (це легко доводиться, якщо розглянути проекцію центра сфери на площину, усі точки перетину будуть рівновіддалені від цієї точки). Через центр якоїсь іншої сфери проведемо прямі, що перпендикулярні проведеним площинам. Ці прямі перетинають другу сферу у скінченій кількості точок, тому на другій сфері можна обрати ще одну точку, відмінну від точок перетину. Через цю точку та центр другої сфери проведемо деяку пряму 
[image: image205.wmf]l

. Тепер на нашій початковій сфері обираємо довільну точку та через неї проводимо площину перпендикулярну 
[image: image206.wmf]l

. Якщо ця площина буде дотичною до сфери, то змістимо її паралельним перенесенням, щоби вона перетинала нашу сферу по деякому колу. В силу побудови це коло не співпадає з тими, що були визначені раніше, лише може перетинати їх, причому в скінченій кількості точок. А на колі точок нескінченна кількість, тому на новому колі можна обрати точку, що не належить іншим колам. Ця точка не знаходиться в жодній з побудованих раніше площин. Тому, якщо її сполучити з якоюсь точкою множини 
[image: image207.wmf]k
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, то відповідний відрізок не буде перетинати жоден з відрізків, що сполучає пари точок з 
[image: image208.wmf]k

A

( інакше усі чотири точки у одній площині). Приєднаємо цю точку до множини 
[image: image209.wmf]k
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 – отримаємо множину 
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Для отримання шуканої нескінченної множини залишилося об’єднати усі множини 
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5. У Кіри та Андрія разом 
[image: image213.wmf]m

 цукерок. Кожну хвилину одночасно Андрій віддає Кірі 
[image: image214.wmf]k
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 від кількості своїх цукерок (тут 
[image: image215.wmf]k

 - деяке натуральне число), а Кіра – усі свої цукерки. Якщо в Андрія стає непарна кількість цукерок, то процес припиняється. Знайдіть усі 
[image: image216.wmf]m

, для яких такий процес може продовжуватися нескінченно довго (вважається, що 
[image: image217.wmf]k

 задане).
Вказівки до розв’язання.

Нехай 
[image: image218.wmf]0
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 і 
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 початкова кількість цукерок у Андрія і Кіри відповідно. Тоді на 
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По індукції отримаємо :
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Так як 
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 ціле число, то процес може тривати нескінченно лише при 
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Якщо в Андрія 
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  цукерок, а в Кіри 
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, то вони продовжують обмін нескінченну кількість разів. 
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